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T ~ P O L O G I E  A L G I ~ B R I Q U E .  - Les i-carris duns une varikttd grassmannienne. 

Note de M. Wu W E N - T S ~ ,  prCsentCe par M. €!lie Cartan. 

1. L'anneau de coefficients del'anneau de cohomoiogie H*( M )  d'un espace M 
sera dans ce qui suit exclusivement l'anneau des entiers mod 2. 

Soient W ,  i h o  quelconque, les W-classes (classes caracteristiques de  
Stiefel-Whitney) d'une s. f .  s. (structure fibrke spherique) avec la conven- 
tion Wo= I (classe unite de la base), et Wi= o si i > m ,  m- I elant la 
dimension de la fibre sphkre. Nous allons dkmontrer la formule suivante : 

o l i  C: = coefficient binomial pour p l q  > 0, = o pour p < q > 0, et = I 

pour p = - I et q = o (tous sont rkduits mod 2). 

Signaloils d'abord quelques consequences de cette formule : dkfinissons, dans 
la base, un systbme de classes U"(p 1 o quelconque) par les equations suivantes : 

w~='&s~~-PuP, i l o  quelconque; 

nous les appellerons les classes canoniques de la structure considCree. Si la 
s. f .  s. est en particulier la structure tangente associke une variete differen- 
tiable M de dimension m, on voit, en comparant avec les Cquations ( I )  et ( 2 )  

d'une Note prCcCdente ( i ) ,  que le,nom de classes canoniques est justifik; de  
plus, parmi toutes les s. f. s. (aux fibres 9 - I )  sur la variete M comme base, 
la structure tangente de M possbde la proprikte remarquable suivante : 

( 3 )  UP=o pour z p > m ,  

De ( I  ) et (3)  on deduit : 

a.  Pour  une structure orientable on a U"+' = 0, k quelconque, ce qui g h 6 -  

b .  Pour  la structure tangente d'une variCtC differentiable de dimension m, 
on a W ' W ~ - ~ = Q  si m=4k; W1Wnz- -3=~;  W'Wm-'- -0 si m = 4 k + 1 ;  
Wm = W' W m - 1  sim: 4 k + 2; W' Wnrpi= 0, Wm-' = W' WPa sim=4 k+ 3. 

ralise un thCor6me de H. Carlan (I) ,  

(I) Comptes rendus, 230, 1950, p. 508-51 I .  
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( 2 )  

2. Soit Gn,m la varietk grassmannienne des m-elements lineaires dans un 
espace euclidien R"'" de dimension n + m passant par l'origine de R+"l. On 
sait. ( a )  que l'anneau H*(G,,,) est engendre par les classes W i d e  la s. f. s. 
(fibres Sm- ' )  de base G,,m canoniquement associke B Gn,m. De plus, comme 
m'a fait remarquer H.  Cartan : 

LEMME 1. - Soit ?p(  W i )  un  poZyndme non identiquernent nu l  en  W', . . . W'" 
telquepourchaque terme W'x . . . W'kde  cepolyndme on ait i, + . . . -+ ik=p L n. 
d o r s  y,,( Wl) est un  klkment non nul  de H*( Gn,m). 

Supposons alors que R f m  soit le produit de deux espaces euclidiens R?+"* 
de dimension nj+mj ( j =  I ,  2 ) .  Soient G,, j , , j ( j= I ,  2)  les varietes gras- 
smanniennes definies respectivement dans R?+lnj. Pour Xj E G,j,nLj soit X E Gn,", 
le joint de X, et X,, on a alors une application canonique 

f : x Gn2,m2 + Gn,m 

definie par f ( X ,  x X,) = X. Eri designant par W; ( j  = I ,  2)  respectivement 
les W-classes des structures G,,j,,nj, on a : 

LENME 2 .  - Le type d'homologie mod 2 de f est dkterrnink par  ( j : 

? W ~ = Y  wjLg wk-j ( i s 0  quelconque) 
d i  

Cornrne consequence des Igmmes I et 2, en conservant les notations, on a : 

LEMME 3. - P o u r p L n ,  et n,, y p ( W )  est u n  kldment non nu1 de H*(G,,,,) 
s i  et seulernent si f * y,>( W )  est u n  dkment non nul  de H*( Gnl,  ,n, x G,r3, ,n,). 

3. Dimonstration de ( I ) .  - Nous poserons 

'p ,.,, *(Wi) = sg'.vc'"+x c:-r+l-l Wr-'W"'. 
1 

La formule ( I ) ,  ou, ce qui revient au m h e ,  la formule y'.,s(Wj)=o, etant 
kvidente pour m= I ,  nous supposerons par induction qu'elle est exacte pour 
les structures dont les fibres sphbres ont une dimension < m - I ,  o l i  rn > I .  

Soient maintenant W ,  W,! respectivement les W-classes des structures (&m 

et $ & , n j ( j = ~ ,  2)  oti n=n,+n,, ni&r+s, m , = m - ~ ,  m2=1. De la 
formule f * S q ' =  S q ' f  *, d'un theorbme de H. Cartan ('), et du lemme 2 du 

( ? )  S. CHERN, Annals of Math., 49, 1948, p. 362-372.  
( 3 )  Nous remarquons que le tli6oreme de Whi tney  sup le produit de deux structures 

fibrees spheriques est une cons6quence de ce lemme dont  la dCmonstration est donnee dans 
ma These, Strasbourg, 1949. 

( b )  Comptes rendus, 230, 1950, p. 425-427. 
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( 3 )  
paragraphe 2, on dkduit 

f*y?.,dw~) = y,.,s(w:)@ 1 + yP,o-I(w;)@ w: + yr-i,s-1 (w:) 63 (w: )’. 
D’aprks l’hypothbse d’induction on a doncf* yr,$(WL) = o et par consequent 

Y ~ , ~ ( W ~  = o d’aprhs le lemme 3. La structure g,,,, Ctant universelle pour n 
assez grand, on a ( P ~ , ~ ( W )  = o pour une s. f. s. qnelconque. La formule ( I )  est 
ainsi dCmontrCe par induction. 

sur la base G,,,n. 
L’anneau H*( Gn,,J Ctant engendrk par les classes W1, on voit que la formule ( I )  

dkterniine complbtement les i - c a d s  dans G,,,, en les exprimant comme des 
polynbmes en WL. 

Soient en particulier W1 les W-classes de la structure 9, 

(Extrait des Comptes rendus des seances de l’dcaddmie des Sciences, 
t .  230, p. 918-920, seance du 6 mars 1950.) 
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