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���� � ������



� ��� ������������� �������

(∗) � ������  �� [𝑛] ∶= {1, 2,… , 𝑛} �� ������������ �� ���

��� 𝐴,𝐵 ∈ � 𝐴 ∩ 𝐵 ≠ ∅�

������� ���������������������
��� ��� 𝑛 ≥ 2𝑘� ��  ⊂

([𝑛]
𝑘

)
�� ������������� ����

| | ≤ (𝑛−1
𝑘−1

)
� �� 𝑛 ≥ 2𝑘 + 1� ���� | | = (𝑛−1

𝑘−1

)
�� ��� ���� �� 

��  �������� �� ��� ��� 𝑘�������� �� [𝑛] ���������� �

����� ��������

��� ��� ������������� ��������� � ������



� ������������ ������������

�∗� � ���  ⊂ Sym(𝑛) �� ������������ �� ��� ��� 𝜎,𝜋 ∈ �
����� ����� 𝑖 ∈ [𝑛] ���� ���� 𝑖𝜎 = 𝑖𝜋�

��� ��� �������� ��� ����������� �������� � ������



� ������������ ������������

�∗� � ���  ⊂ Sym(𝑛) �� ������������ �� ��� ��� 𝜎,𝜋 ∈ �
����� ����� 𝑖 ∈ [𝑛] ���� ���� 𝑖𝜎 = 𝑖𝜋�

�������
��� 𝑛 ≥ 2�
� ��  ⊂ Sym(𝑛) �� ������������� ���� | | ≤ (𝑛 − 1)!�
������������ �����

� �� | | = (𝑛 − 1)! �� ��� ���� ��  �� � ����� �� �

���������� �� � ����� �� Sym(𝑛)� ����������� ���

���������������� �����

𝑆𝑖,𝑗 = {𝜎 ∈ Sym(𝑛) ∣ 𝑖𝜎 = 𝑗} .

��� ��� �������� ��� ����������� �������� � ������



��� �� ������ ��� �������� ������� ��� ��������� ��

Sym(𝑛)�

��� ��� �������� ��� ����������� �������� � ������



��� �� ������ ��� �������� ������� ��� ��������� ��

Sym(𝑛)�
���

��� ��� �������� ��� ����������� �������� � ������



� �� �������

� �������� ��� ����� Alt(4) ���� ��� ������� ������ ��

[4]�
� �������� ��� ������� ������ �� 𝐺 = Alt(4) �� ��� ���

2�������� �� [4]�
� �������� ��� ���������� ����� 𝐺 �� 𝐺 �� Sym(6)�

� � ����� ���������� �� 𝐺 ��� ����
|𝐺|
6 = 2�

� ��� ������  = {𝑖𝑑, (1, 2)(3, 4), (3, 4)(5, 6), (1, 2)(5, 6)} ⊂ 𝐺 ��

�������������

��� ��� �������� ��� ����������� �������� � ������



� ����������

��� 𝐺 ≤ Sym(Ω)� |Ω| = 𝑛� �� � ������ ���������� ������

� ��� ������������ ������� �� �� ������������ ������ ⊂ 𝐺 �� ��� �������� ������

𝜌( ) ∶= | |
|𝐺𝜔| ,

����� 𝜔 ∈ Ω�
� ��� ������������ ������� �� � ���������� �����

𝐺 ≤ Sym(Ω) �� ��� �������� ������

𝜌(𝐺) ∶= max {𝜌( ) ∶  ⊆ 𝐺 �� ������������} .

��� ��� �������� ��� ����������� �������� � ������



� �����������

�����������
��� 𝐺 ≤ Sym(Ω) �� � ���������� ������ ����� 𝜌(𝐺) ≥ 1
������� 𝐺𝜔 �� �������������

��� ��� �������� ��� ����������� �������� � ������



� �����������

����������
��� 𝐺 ≤ Sym(Ω) �� �����������

� 𝐺 ��� ��� ��� �������� �� 𝜌 (𝐺) = 1�
� 𝐺 ��� ��� ������ ��� �������� �� 𝐺 ��� ��� ���

�������� ��� ��  �� �� ������������ ������ ���� ����

𝜌 ( ) = 1� ����  �� � ����� �� � ���������� �� �

������

��� ��� �������� ��� ����������� �������� � ������



� ���� ������� �� ���� ����

������� �������������������� �����
�� 𝐺 �� � ������ 2����������� ������ ���� 𝐺 ��� ��� ���

���������

������� ����������������������� �����
��� 𝑡 ∈ ℕ� ���� ��� 𝑛 ����� ������ ��������� �� 𝑡� Sym(𝑛)
������ �� ��� 𝑡������� �� [𝑛] ��� ��� ��� �������� ��� ���

���������� ���������

������� ������� �����
��� 𝑡 ∈ ℕ� ���� ��� 𝑛 ����� ������ ��������� �� 𝑡� Sym(𝑛)
������ �� ��� 𝑡�������� �� [𝑛] ��� ��� ��� �������� ��� ���

���������� ���������

��� ��� �������� ��� ����������� �������� � ������



� ���� ���������

����������
��� ��� 𝑛 ≥ 2𝑡 + 1� Sym(𝑛) ������ �� ��� 𝑡������� �� [𝑛] ���

��� ��� �������� ��� ��� ���������� ���������

����������
��� 𝑡 ≤ 𝑛� Sym(𝑛) ������ �� ��� 𝑡�������� �� [𝑛] ��� ��� ���

�������� ��� ��� ���������� �������� ������� ���

(𝑛, 𝑡) = (4, 2), (5, 2)��

��� ��� �������� ��� ����������� �������� � �������



� ���������

���� ����
�������� ��� ������ ���������� ������ ���� ���� ��� ���

�������� ����������� ����������

��� ��� �������� ��� ����������� �������� � �������



����������� ������

��� ����������� �������� � �������



� ����������� �����

�� 𝐺 ≤ Sym(Ω) �� ���������� ��� Der(𝐺) �� ��� ��� �� ���

������������ �� 𝐺� ���� ��� ����������� ����� Γ𝐺 �� 𝐺 ��

��� ������ ����� Cay(𝐺,Der(𝐺))� ���� ��� Γ𝐺 �� ��� �����

����

� ���������� 𝐺�
� �������� ���������� �� ��������� ����� (𝑔,ℎ) ∈ 𝐺 × 𝐺
���� ���� ℎ𝑔−1 ∈ Der(𝐺)�

��� ����������� �������� � �������



� ������� �� � �����������
�����

������� ����������� ����� ��� Sym(3) ���� ��� ������� ������

��� ����������� �������� � �������



� ����������� ����� ��� 𝐀𝐥𝐭(𝟒)

������� ����������� ����� ��� Alt(4) ������ �� 6 �������
��� ����������� �������� � �������



� ����������� �����

 ⊂ 𝐺 �� ������������

⇔ �� � �������� ������������ ���� �� Γ𝐺�

��� ����������� �������� � �������



���������� ������ ���� ��

��� ���� ��� ��� ��������

��� ���������� ������ ������� ��� ��� ���������� � �������



� ����������� ����� ��� 𝐀𝐥𝐭(𝟒)

������� ����������� ����� ��� Alt(4) ������ �� 6 �������
��� ���������� ������ ������� ��� ��� ���������� � �������



� �������� ������������
����������� ������

��� ���������� ������ ������� ��� ��� ���������� � �������



� �������

�� ��� ������� �� ���������������� �� ��� ��� ��������� ��

����� ���������� ������ ����� ����������� ������ ����

�������� 𝑘�������� ������ ��� 𝑘 ∈ {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9,…}�
� ����� �� ���� ��� ���������� ����� ���� 𝑘 = 2 ����

������ �� 2��
� ����� ��� ���� ���� ������ ���� 𝑘 = 3�
� �� ����� ���������� ����� ���� ��������� �����������

������

��� ���������� ������ ������� ��� ��� ���������� � �������



� ��������� ����������� �����

������� ���������������� �����������
��� 𝐺 ≤ Sym(Ω) �� ����������� Γ𝐺 �� ��������� �� ���

���� �� |Ω| ≤ 2� ��������� �� |Ω| ≥ 3� ���� Γ𝐺 ��� �

���������

��� ���������� ������ ������� ��� ��� ���������� � �������



� � ������ �����������

��������� ���������������� �����������
�� 𝐺 ≤ Sym(Ω) �� ����������� ���� 1 ≤ 𝜌(𝐺) ≤ |Ω|

3 �

��� ���������� ������ ������� ��� ��� ���������� � �������



� � ������ �����������

��������� ���������������� �����������
�� 𝐺 ≤ Sym(Ω) �� ����������� ���� 1 ≤ 𝜌(𝐺) ≤ |Ω|

3 �

���������� �
𝜌(𝐺) = |Ω|

3 �� ��� ���� �� Γ𝐺 �� � �������� 3�������� ������

��� ���������� ������ ������� ��� ��� ���������� � �������



� �������� ������������
����������� ������

���������� �
��� ��� 𝑘 ≥ 3� ����� ������ � ���������� ����� 𝐺 �� ������

𝑛(𝑘) ���� ���� Γ𝐺 �� �������� 𝑘���������

������� �
���� ���� ���������� ������ ����� ����������� ������ ���

�������� 3�������� �������

��� ���������� ������ ������� ��� ��� ���������� � �������



� ��������� �� �����������
������

�������� �
�� �� �������� ���� Γ𝐺 �� � ��������� �������� �������

������ ��� ���� ������ ���������� ����� 𝐺�

��� ���������� ������ ������� ��� ��� ���������� � �������



��������� ������

��� ������������ ����������� �������� � �������



� � ������� ��������������

��� 𝐺 �� � ���������� ����� �� ������ 𝑛�

��� ������������ ����������� �������� � �������



� ��������� ������

�����������
��� 𝐺 �� � ���������� ����� �� ������ 𝑛
� 𝜒(Γ𝐺) ≤ 𝑛��
� �� 𝐺 ��� ��� ��� ��������� ���� 𝜒(Γ𝐺) = 𝑛�

�������� �
���� ����� ����� � ���������� ����� 𝐺 �� ������ 𝑛 ����

���� 𝜒(Γ𝐺) = 𝑛 ��� 𝐺 ���� ��� ���� ��� ��� ���������

��� ������������ ����������� �������� � �������



������������ ������� ��

���������� ������

��� ������������ ��������� � �������



� ������������ ������� ��
������ �� � ����� ������

��� 𝐺 ≤ Sym(Ω) �� �����������

�����
�� |Ω| = 𝑝 �� ������ ���� 𝜌(𝐺) = 1�

������� ������������������ �����
�� |Ω| = 𝑝𝑘 �� � ����� ������ ���� 𝜌(𝐺) = 1�

������� ����� �����
�� |Ω| = 2𝑝� ����� 𝑝 �� �� ��� ������ ���� 𝜌(𝐺) ∈ ℚ ∩ [1, 2]�

������� �������� �� ���� �����
�� |Ω| = 2𝑝� ����� 𝑝 �� �� ��� ������ ���� 𝜌(𝐺) ∈ {1, 2}�

��� ������������ ��������� � �������



� �����������

���������� �
��� 𝑝 ��� 𝑞 �� �������� ��� ������� �� 𝐺 ≤ Sym(Ω) ��

���������� �� ������ 𝑝𝑞� ���� 𝜌(𝐺) = 1�

��� ������������ ��������� � �������



��� ������ ������

��� ������������ ��������� � �������



� �����������
��� ��� 𝐴 ∈ GL(2, 𝑞) ��� 𝑏 ∈ 𝔽 2

𝑞 � �� ������ �������������� ��

𝔽 2
𝑞

(𝑏,𝐴) ∶ 𝔽 2
𝑞 → 𝔽 2

𝑞

𝑣 ↦ 𝐴𝑣 + 𝑏.

��� ������������ ��������� � �������



� �����������
��� ��� 𝐴 ∈ GL(2, 𝑞) ��� 𝑏 ∈ 𝔽 2

𝑞 � �� ������ �������������� ��

𝔽 2
𝑞

(𝑏,𝐴) ∶ 𝔽 2
𝑞 → 𝔽 2

𝑞

𝑣 ↦ 𝐴𝑣 + 𝑏.

��� ������ ����� AGL(2, 𝑞) ∶=
{
(𝑏,𝐴) ∣ 𝐴 ∈ GL(2, 𝑞), 𝑏 ∈ 𝔽 2

𝑞

}
��

��� ����� ���� ��������������

(𝑏1,𝐴1)(𝑏2,𝐴2) = (𝐴1𝑏2 + 𝑏1,𝐴1𝐴2).

��� ������������ ��������� � �������



� �����������
��� ��� 𝐴 ∈ GL(2, 𝑞) ��� 𝑏 ∈ 𝔽 2

𝑞 � �� ������ �������������� ��

𝔽 2
𝑞

(𝑏,𝐴) ∶ 𝔽 2
𝑞 → 𝔽 2

𝑞

𝑣 ↦ 𝐴𝑣 + 𝑏.

��� ������ ����� AGL(2, 𝑞) ∶=
{
(𝑏,𝐴) ∣ 𝐴 ∈ GL(2, 𝑞), 𝑏 ∈ 𝔽 2

𝑞

}
��

��� ����� ���� ��������������

(𝑏1,𝐴1)(𝑏2,𝐴2) = (𝐴1𝑏2 + 𝑏1,𝐴1𝐴2).

��� ����� ��������� ��

AGL(2, 𝑞) = 𝔽 2
𝑞 ⋊ GL(2, 𝑞).

��� ������������ ��������� � �������



� ������ �� 𝐀𝐆𝐋(𝟐, 𝒒)

� AGL(2, 𝑞) ���� ��������� �� 𝔽 2
𝑞 ���� ������ �� AG(2, 𝑞)��

� ���� ������ �� 2������������

��� ������������ ��������� � �������



� ������ �� 𝐀𝐆𝐋(𝟐, 𝒒)

� AGL(2, 𝑞) ���� ��������� �� 𝔽 2
𝑞 ���� ������ �� AG(2, 𝑞)��

� ���� ������ �� 2������������
� AGL(2, 𝑞) ���� �� ��� ����� �� AG(2, 𝑞)�
� ��� ������ �� ��� ����� �� ���� 3 ������������ ���

������ ������ �� ������������� �� ������� �� PG(1, 𝑞)�

��� ������������ ��������� � �������



� ������ ��� ���������� �� ���
������

� ��� Δ �� ��� ������ ������ �� ������������� ��

AGL(2, 𝑞)�
� ��� ������ �� ��� ������ �� AGL(2, 𝑞) �� Δ ��

𝐻𝑞 = 𝔽 2
𝑞 ⋊ 𝔽 ∗

𝑞 .𝐼2.

��� ������������ ��������� � �������



� � ������� ������ �����

� �������� � ������ ����� 𝑆 �� GL(2, 𝑞)�

� ��� 𝐺𝑞(𝑆) ∶=
{
(𝑏,𝐴) ∣ 𝑏 ∈ 𝔽 2

𝑞 ,𝐴 ∈ ⟨𝑆⟩
}
�

� Γ𝐺𝑞(𝑆) �� �������� (𝑞 + 1)�������� ������

� 𝜌(𝐺𝑞(𝑆)) =
𝑞2(𝑞−1)
𝑞(𝑞−1) = 𝑞�

��� ������������ ��������� � �������



� ������� �� ���������

��� ������������ ��������� � �������



� ������������ ������� ��
𝐀𝐆𝐋(𝟐, 𝒒)

� �� ���� 𝜌(AGL(2, 𝑞)) ≤ 𝜌(𝐺𝑞(𝑆)) = 𝑞�

� 𝜌(AGL(2, 3)) = 45
36 ��� 𝜌(AGL(2, 4)) = 192∕144�

�������
𝜌(AGL(2, 𝑞)) > 1�

���������� �
��� ��� 𝜖 > 0� ∃𝑞0 > 0 (𝑞 ≥ 𝑞0) ⇒ 𝜌(AGL(2, 𝑞)) − 1 < 𝜀�
��������� ��  ⊂ AGL(2, 𝑞) �� ������������ ����

| | ≤ 𝑓 (𝑞)|𝔽 2
𝑞 ⋊ 𝔽 ∗

𝑞 .𝐼|� ����� 𝑓 (𝑞) �� ������ �� 𝑞�
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� ���������� �� 𝐏𝐆𝐋(𝟐, 𝒒)

�����
��  = {𝐴1,𝐴2,… ,𝐴𝓁} ⊂ PGL(2, 𝑞) �� 2�������������� ���� = (0,𝐴1)𝐻𝑞 ∪ (0,𝐴2)𝐻𝑞 ∪… ∪ (0,𝐴𝓁)𝐻𝑞 ⊂ AGL(2, 𝑞) ��

�������������

������
� ����� ��� �� ����� ������� (0,𝐴𝑖)𝐻𝑞 ��� (0,𝐴𝑗)𝐻𝑞 ���

(0,𝐴−1
𝑗 𝐴𝑖) ���������� ���� ����� ℎ = (𝑏, 𝑘𝐼2) ∈ 𝐻𝑞�

� �� ����������� ����� ����� 𝓁,𝓁′ ∈ PG(1, 𝑞) ���� ����

�
𝐴−1
𝑗 𝐴𝑖𝓁 = 𝓁

𝐴−1
𝑗 𝐴𝑖𝓁

′ = 𝓁′.

� (𝑏, 𝑘𝐼2)−1(0,𝐴−1
𝑗 𝐴𝑖) = (− 1

𝑘
𝑏, 1

𝑘
𝐴−1
𝑗 𝐴𝑖) ����� � �����
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